
概率论与数理统计​

该手册为面向计算学部同学的《概率论与数理统计》的开箱手册。

小建议：这门课的内容最好能够在通过考试或考高分基础上能够进一步的理解，这有助于之后选择机

器学习，人工智能的同学的学习。

该手册仅仅作为开箱手册用于同学对于该门课有一个初步的认识和理解，细节部分以及更加深入部分

请同学上课认真听讲或翻看书籍。考虑到学习知识的时效性以及书写手册的可能遗漏的错误，一切与

教材，老师讲课内容不符合的地方请与老师交流，然后以老师为准。

这门课包含两个部分，概率论部分，与数理统计部分。

一、  概率论部分​

知识点1：经典的概率模型,以及概率的性质，概率的相关公式​

1）古典概率，几何概率，条件概率 ​

古典概率 ​ ​P (A) = ​

S所含样本点数

A所含样本点数

几何概率 ​ ​P (A) = ​

S几何度量

A几何度量

条件概率  ​  ​P (A∣B) = ​,P (B) >
P (B)
P (AB)

0

2）概率的性质​

如 ​   等性质， 其余性质可自行查阅PPT或书籍​0 ≤ (A) ≤ 1

3）乘法公式，全概率公式，贝叶斯公式​

乘法公式就是描述了观察AB两个事件同时发生的状态，通过用A事件，和在A发生情况下B发生的概率

来描述

全概率公式，也是描述性质的公式，

贝叶斯公式，这个公式非常重建议而且经典。 最一般的写法为，​ ，把 ​ 代入，

然后再把下面的 ​ 展开即为常见的结果了。贝叶斯公式在之后的机器学习里非常重建议。​

P (A∣B) = ​

P (A)
P (AB)

A ​i

P (A)

知识点2：事件的独立性​

这个知识点侧重于理解事件，事件之间的关系，怎么描述事件是不是独立的。

建议掌握到，给出一个概率的公式观察上的结果，判断其中的事件是否是独立的。



另外建议注意到相互独立能够推出两两独立，而两两独立不能推出相互独立。

从公式上来看，区别在于是否能够满足 ​ ​P (ABC) = P (A)P (B)P (C)

从理解角度来看就是，A和B之间没有影响，A和C之间没有影响，B和C之间没有影响，但是有可能AB

（BC，AC同理）对于另外一个有影响​

知识点3：随机变量，分布列，分布函数，概率，概率密度​

这里首先建议理解什么是随机变量，然后理解什么是离散型随机变量，什么是连续型随机变量，在此

基础上，掌握描述这些随机变量的方式。

对于离散型随机变量，建议会求分布列，分布函数和概率

建议掌握常用的离散型分布列，如两点分布，二项分布，泊松分布，几何分布等。

对于连续型随机变量，建议理解分布函数，概率密度，以及相互转化的方法

概率密度不同于其他的函数的本质区别在于，它满足了这样的约束 ​  ,计

算题里面常用这样的约束来进行计算，也可以用这个性质来判断这样的函数是不是对应于一个概率分

布

f (x) ≥ 0 , ​  f (x)dx =∫
−∞

+∞

1

建议掌握的常用的分布函数，均匀分布，指数分布，正态分布，标准正态分布等

知识点4：掌握一维随机变量函数的分布，二维随机变量函数的分布​

从一维随机变量函数本身出发，可以容易发现，可能的求解方式：

有分布函数->概率密度，这个适用于当分布函数比较好求解，但是概率密度不容易直接求解的时候​

有借助另外的已知或间接可知的变量的概率密度来求解。

具体细节见书或PPT​

对于二维随机变量函数，建议掌握一些相关性质，详见书

比如：

​ ​P (x ​ ≤1 x ≤ x ​, y ​ ≤2 1  y ≤  y ​) =2 F (x ​, y ​) −2 2 F (x ​, y ​) −2 1 F (x ​, y ​) +1 2 F (x ​, y ​) ≥1 1 0

联合分布函数能够确定边缘分布函数，但是只通过边缘分布函数是不足够确定联合分布函数的。在增

加一些条件之后，才能通过边缘分布函数确定联合分布函数。



对于二维离散型随机变量，建议掌握定义，性质，分布列的书写，以及一些运算和性质，边缘分布列

以及求解，条件分布列及其求解。

对于二维连续型随机变量，建议掌握定义，性质，边缘概率密度及其求解，条件分布函数，条件概率

密度及其求解。

建议掌握二维均匀分布，二维正态分布的分布函数，概率密度函数。

想建议求解二维随机变量函数的分布，离散型：常见的题型为给出一个已知的概率分布，求解一个有

相关关系的概率分布，这类题型，把每个取值的概率求解出来即可。连续型：利用分布函数求解概率

密度是常见的做法。但是如果此时不方便

求解分布函数，但是给出了比如 ​ 这样的关系，而且给出了f(x),f(y)，这样就可以考虑用

这个关系来求解f(z)， ​ ,特别的，当a=1，X与Y独立时，有卷积公式，

详见书。

Z = aX + Y

f ​(z) =Z ​ f (x, z −∫
−∞

+∞

ax)dx

​  ,可以熟悉一些常见的条件，比如 

​ 的结论​

Z = f (X ,Y )
Z = XY，Z = Y /X ,Z = max(X ,Y ),Z = min(X ,Y )

知识点5:对于随机变量的特征的理解​

这里主要想讲的是一些理解上的东西。

谈到一个随机变量，我们会先考虑到它取值不一定是固定的，秉承一个从粗略到细致的刻画思路，我

们能够接下来怎么慢慢摸索这个随机变量的性质呢？我下面举一个例子来更好的讲述这个事情怎么引

入的。

比如说一个公司A每个月都会有盈利，这个盈利额是一个随机变量，那投资人想建议为这公司下一、年

的投资做一个规划，它就想建议知道，这个公司大概每年能够获利多少呢，那这个就是数学期望。但

是光有数学期望，这个还不够，为什么呢？因为可能会出现，1-4每个月盈利2万，5-8每个月盈利5

万，9-12月盈利8万，而我们此时有另外一个公司B，它1-12月每个月盈利都是5万，那么对于投资人而

言，这件事就不一样了，很显然B和A一年的盈利虽然不一样，但是他们的盈利的稳定性是不一样的，

那这里就引入了方差。我们进一步考虑，如果盈利这个事情和别的事情有了一些关系，我们想建议描

述这个事情怎么办，比如和这个公司盈利有关的比如用工成本的浮动，比如租房成本的变化，市场销

量也肯定有关系，盈利和这些因素都会有一些关系，但是我如果只用均值和方差是不够的，那么我就

需考虑盈利和这些因素的相关程度。而如果说方差是用来衡量一个变量的采样中样本值的偏离均值的

情况的话，那引入协方差就能够衡量一个样本的值的偏离，会对另外一个样本的值的偏离产生多大的

影响。这样引入协方差和相关系数也就是比较自然的事情了。对于一些经典的二维分布，比如二维正

态分布，是有着很强的研究意义的，事实上在后面的机器学习学习中，还会再遇到它的，至于在哪遇

到留作一个彩蛋。

而谈到原点矩和中心矩的提出，一定程度上是为了能够用这样的一个特征，考量了随机变量全部的取

值情况，并且能够比较合理的描述随机变量的某种角度的分布情况。



直观上认为如果我试验的越多，那么随机变量将会更加趋近于其期望，切比雪夫不等式刻画了这一件

事，而切比雪夫大数定律，则进一步的刻画了相互独立的随机变量序列的情况。辛钦大数定律刻画的

是独立同分布的随机变量序列的情况，伯努利大数定律是刻画的n重伯努利试验中的情况。​

二、数理统计部分​

知识点6：数理统计的定义，研究对象，意义，常见概念​

数理统计的研究对象的全体叫总体，总体又分为有限总体和无限总体。而总体中的每个成员叫做个

体。

理解简单随机样本，样本容量，样本值，样本空间，统计量的概念或定义。

注意常用统计量，样本均值，样本方差，样本标准差，样本k阶原点矩，样本k阶中心原点矩，顺序统

计量等

知识点7:数理统计的三大分布​

三大分布为 ​ 分布，t分布，F分布， 具体公式详见教材。​χ2

​ 分布的性质用起来比较多，最好注意一下​χ2

上侧 ​ 分位数或临界值，设 ​ ,称满足等式 ​ 的点 ​ 为t(n)的上

侧 ​ 分位数或临界值。直观理解的话，就是我们给出了一个概率分布，那么我想要得到一些重要的信

息，比如说我们发生一个事情或者不发生一个事情的概率为 ​ 的时候，我们的随机变量是什么样的一

个情况。注意一些简单的变化，比如发生一个事情和不发生该事情的概率加起来为1，以及一些微积

分，代数和概率公式上的变换，基本上这部分的习题就不难做了。

α α(0 < α < 1) P (T ≥ t ​(n)) =α α t ​(n)α

α

α

知识点8：单个正态总体统计量的分布​

1.样本均值的分布，及其推论​

2.样本方差的分布，及其推论​

3.样本均值和方差,​

​  以及相关的一些结论​
​ ​  ∽  t(n −(n)

S

( − μ)X
1)

知识点9：参数估计​

这部分内容在之后的学习工作中如果用到了的话，就会发现它非常有用。

对于一个统计总体，总体的分布函数为 ​  ,其中 ​ 为未知参数，这件事情，在后面的机器学习

也会再次遇到的。比如当这个未知参数变得更加复杂，我们想要估计的更加精准一些，就需要一些更

F (x, θ) θ



加复杂的方法了，当然这门课里面不会涉及得那么深。

参数估计包括点估计，区间估计，点估计里面又包括矩估计和最大似然估计。

从结果上来看，点估计的结果是 统计量​ ,区间估计的结果是 ​ ,也就是点估

计是去对未知参数估计出来了一个结果，而区间估计是去估计这个未知参数的置信区间，这也符合这

两个方法的名字。

θ̂ P ( ​ ≤θ̂1 θ ≤ ​) =θ̂2 1 − α

矩估计是用样本矩估计总体矩，用样本矩函数估计总体矩函数，总体的前m阶原点矩可以用 ​

表示，把这个方程式调整一下，转化到 ​ 的形式，这个时候容易发现如果我们的总体

矩的结果是没有问题的话，那么这个方程组的转化是没有带来偏差的，而我们如果还想要得到一个估

计的结果，结合我们能够获得样本的总体矩，那么我们就可以用样本的总体矩替代这里的总体矩，从

而获得一个对各个参数估计的结果。

θ ​, ..., θ ​1 m

θ = h(α ​, ...,α ​)1 m

最大似然估计的思想非常直接。考虑这样的一个直观想法，我们已经获得了一堆观察值，那么我们拿

不同的参数代入进入未知参数的话，就会发现这些观察值出现的概率也不一样。在这样的情况下，我

们还想要一个比较科学的可信的结果，那我们就可以期待能够让这些观察值出现的概率越高的参数越

接近我们想要估计的未知参数。为了衡量这个结果，我们就引入了似然函数，和最大似然估计。所以

似然，顾名思义，就是“像这回事”，“好像是对的”。

继续学习机器学习的同学将会在以后的学习中遇到一个叫做最大后验估计（MAP）的估计方法，也同

样非常有意思。

求最大似然估计的步骤为写出似然函数，一般需要对似然函数取对数，如果似然函数十分简单而不需

要取对数当然也可以不取，建立似然方程，解似然方程，从而求解最大似然估计。另外注意如果这里

的似然函数不可以求微分的话，就需要用定义(求max),来做了。​

当然我们获得了估计量之后，我们还需要对其进行评价，这里引入的评价标准为1.无偏性2.有效性3.相

合性

简单理解的话，无偏性是期待我们通过这些样本来求到的参数的期望和未知参数是一致的，

即 ​ ,这样称 ​ 为 ​ 的无偏估计量，比如样本均值和方差是总体均值和方差

的无偏估计。

E( (X ​,X ​, ...,X ​) =θ̂ 1 2 n θ θ̂ θ

有效性，简单理解的话就是对于同样的一个总体参数的两个无偏估计，具有更小的标准差（ ​ ,

且至少对于某个 ​ ,取得小于号）的参数更有效。​

θ ​ ≤1  θ ​2

θ ​0

相合性反应了我们这样的一种期待，随着样本容量越来越大，我们估计参数的结果越来越接近被估计

的总体参数。

对于区间估计，我们期待能够得到这样的结果，区间越小，能够相信的程度越高，这样的结果越好。

反映出来就是

置信空间，和置信度。单个正态总体参数的置信空间详见书。

知识点10：假设检验​



这里涉及的是“小概率原理”，也是符合直觉的。一个事件的发生概率很小（小概率事件），那么它

在一次试验中是几乎不可能发生的。那么我们对于想要检验的东西就可以构造这样的一个假设检验的

方法了。先假设 ​ 是正确的，再构造一个小概率事件A，如果我们在一次抽样检验中，事件A发生

了，则拒绝 ​ ,否则接受 ​ 。​

H ​0

H ​0 H ​0

进一步的我们会发现我们做假设检验的时候，可能会犯错，考虑这样两种错误，第一种是原命题是真

的，但是我们拒绝了原假设。第二种，原假设是错的，但是我们却接受了原假设。需要注意到这两类

错误是相互制约的，直观理解就是随着我们试验的增加，我们犯某类错误的概率降低的同时，我们可

能比原来更容易犯另外一类错误。

单个正态总体参数的总体检验（u检验，t检验， ​ 检验）详情见书。​χ2

到了这里就基本把这门课的主要内容和主干讲完了，该讲义仅作为开箱手册，用作帮助同学初步了解

课程内容目的，考虑到学习知识的时效性以及书写手册的可能遗漏的错误，一切与教材，老师讲课内

容不符合的地方请与老师交流，然后以老师为准。


